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A teoria elementar da plasticidade 
aplicada ao forjamento a frio 
de um parafuso M6, Din 933

Dividido em duas edições, neste estudo os autores avaliam o uso da 
TEP como alternativa de baixo custo, frente ao uso de softwares de simulação

Resumo
Nos processos de conformação 

mecânica é indispensável o conhecimen-
to da força necessária para a obtenção 
do conformado, pois a partir daí que se 
torna possível definir o equipamento e 
o ferramental necessários ao projeto. O 
método dos elementos finitos (FEM) é 
comumente utilizado nesta etapa, assim 
como alguns modelos de cálculo bastan-
te simplificados. Uma alternativa para a 
determinação da força de conformação 
é o cálculo baseado na teoria elementar 
da plasticidade (TEP), que alinha a boa 
precisão em pontos específicos do FEM com a praticida-
de do cálculo analítico. Os conceitos básicos sobre a TEP 
surgiram nos anos 1924 e 1925 como solução de proble-
mas de laminação. Posteriormente essa teoria foi estendida 
aos processos de trefilação e forjamento. Este artigo avalia 
o uso da TEP como alternativa de baixo custo, frente ao 
uso de softwares de simulação. Como forma de análise foi 
adotado o forjamento a frio de parafuso M6 DIN 933, com 
definição da força axial no recalque do primeiro e segundo 
estágios pela TEP e FEM, obtendo variação de aproxima-
damente 3% entre os métodos, alcançando força máxima 
de 4,97 tons na conformação do primeiro estágio pela TEP 
e 26,91 tons para o segundo estágio pelo FEM.

Introdução 
A grande importância dos metais na indústria deve-se 

a facilidade com que esses podem ser trabalhados, nas mais 
variadas geometrias e propriedades mecânicas. 

Processos de conformação mecânica alteram a geometria 
do material de partida por meio de equipamentos que aplicam 
cargas suficientemente elevadas, possibilitando a deformação 
plástica, conferindo-lhe a geometria desejada de acordo com o 
ferramental utilizado no processo. (SANTOS, 2020). 

Componentes obtidos por meio de forjamento apre-
sentam microestrutura homogênea e com fibramento em 
condições favoráveis às propriedades exigidas em certas 
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aplicações. (SCHAEFFER, 2006). Button (1999, p. 38), suge-
re que as limitações do forjamento a frio, assim como em ou-
tros processos de conformação, referem-se a aspectos eco-
nômicos e relativos ao próprio processo, como por exemplo 
a limitação da capacidade do equipamento em termos de 
força, energia e dimensões dos produtos forjados. 

Os custos envolvidos no projeto de um forjado variam 
com o tempo em que esse avança, a fase inicial representa 
menores custos, por se tratar de etapas de planejamento e 
é nessa fase que ajustes de projeto representam baixo im-
pacto no orçamento. Para o dimensionamento do equipa-
mento e ferramental empregado no processo é fundamen-
tal o conhecimento de parâmetros relacionados à natureza 
da operação. A figura 1, a seguir, apresenta os principais 
parâmetros do processo de forjamento.

Figura 1 - Parâmetros do processo de forjamento - Schaeffer, 2006
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O conhecimento da força necessária ao forjamen-
to de um componente é um parâmetro fundamental no 
projeto do forjado, tanto na determinação da capacida-
de do equipamento quanto no dimensionamento corre-
to das ferramentas. (MARQUES, 2013). 

Existem diversos métodos para a determinação da 
força compressiva no processo de forjamento, como 
modelos de cálculos simplifi cados onde a peça a ser for-
jada é considerada como um todo, à medida que mais 
informações são necessárias como, por exemplo, o nível 
de tensões nas ferramentas, que se mostra indispensável 
o uso de métodos mais precisos, como o modelo de cál-
culo baseado na teoria elementar da plasticidade (TEP), 
ou modelos computacionais pelo método dos elementos 
fi nitos (FEM). (SCHAEFFER, 2020). 

Este artigo tem por objetivo determinar a força de 
compressão necessária no forjamento de um parafuso M6, 
com o uso da TEP, como alternativa de baixo custo frente 
ao uso de softwares de simulação. 

A teoria elementar da plasticidade
Os estudos baseados na plasticidade foram modela-

dos em função da relação carregamento versus escoamen-
to do material, os quais dependem de parâmetros como 
tensão de escoamento, deformação equivalente, proprie-
dades mecânicas e metalúrgicas entre outras. (EDELMAN, 
F; DRUCKER, D. C. 1951 apud CORRÊA F.J. 2014). 

As noções básicas sobre a teoria elementar da plas-
ticidade (TEP), surgiram nos anos de 1924 e 1925, com 
Siebel e Karman, como solução para problemas de la-
minação, sendo estendida nos anos seguintes por Sachs 
para processos de trefi lação e ao forjamento por Siebel 
e Pomp. (SCHAEFFER, 2004). 

Corrêa e Schaeffer (2013, p. 43) orientam que para 
o desenvolvimento dessa teoria certos parâmetros de-
vem ser considerados, as ferramentas de trabalho pos-
suem simetria, as massas e as forças de inércia do ferra-
mental podem ser desprezadas. 

Schaeffer (2020, p. 5.5) mostra que com o uso da TEP 
pode-se analisar as tensões distribuídas no ferramental, 
quantifi cando-se os efeitos em pontos específi cos de sua 
geometria, como raios e ângulos, por exemplo. De forma 
geral, a TEP consiste em dividir o conformado em elemen-
tos infi nitesimais (discretização), e a partir do balanço de 
forças nesses elementos chega-se a uma equação diferen-
cial ordinária (EDO) de primeira ordem. 

A imagem a seguir mostra a decomposição de tensões 
aplicadas em um elemento infi nitesimal de uma peça plana. 
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Dependendo da geometria final do conformado, 
os elementos de volume discretizados podem apre-
sentar diversas formas, logo a TEP é dividida em três 
métodos, de acordo com a geometria e o fluxo do 
material, sendo o método das tiras, discos ou tubos. 
(SCHAEFFER, 2020). 

A imagem a seguir mostra de forma simplifi cada a 
discretização de três geometrias diferentes, de acordo 
com o método adotado.

Cada geometria da fi gura 3 exige um método diferen-
te de aplicação da TEP, e cada método possui um modelo 
matemático específi co que o representa. 

 A fi gura 3a, apresenta uma peça de simetria plana, 
como na laminação, onde é adotado o "método das tiras", 
representado pela equação 1.

A fi gura 3b mostra um conformado de perfi l axis-
simétrico, como um elemento extrudado ou trefi lado, 
onde é comumente utilizado o "método dos discos", re-
presentado pela equação 2.

Já em 3c é mostrada uma peça forjada de simetria 
axial, onde é indicado o uso do "método dos tubos", repre-
sentado pela equação 3.

De acordo com Marques et al. (2013, p. 3), alguns pa-
râmetros devem ser conhecidos antes de resolver a EDO 
adotada para uma determinada geometria. 

No caso de um conformado a frio, por exemplo, 
deve-se conhecer o coefi ciente de atrito (µ) empregado 
no processo e a curva de escoamento do material utili-
zado como geratriz. Corrêa (2014, p. 25) destaca ainda 
que para esse caso a tensão de escoamento (κƒ) em fun-
ção da deformação verdadeira (φ) é representada pela 
equação a seguir: 

Onde "c" e "n" são constantes dependentes do mate-
rial empregado no processo. 

A deformação verdadeira (φ) necessária para a solu-
ção da equação 4 é defi nida como o logaritmo natural da 
altura da geratriz (��) pela altura do elemento de análise 
(��), como mostra a equação 5.

A seguir será apresentado o procedimento matemático 
adotado no desenvolvimento de um dos métodos da TEP. 

Método dos tubos
 Considerando como exemplo de estudo um tubo 

elementar (𝑖), atentando-se a uma análise de equilíbrio de 
forças na zona de deformação plástica de uma geometria 
simples, a equação 3 pode ser simplifi cada em duas par-
celas e resolvidas de forma independente, conforme as 
equações 6 e 7. (SCHAEFFER, 2020).

Figura 2 - Decomposição das tensões em uma tira elementar - 
Adaptado de Corrêa e Schaeff er (2013)

Figura 3 - Representação de elementos infi nitesimais em um 
conformado - Adaptado de Marques et al. (2013)

 A figura 3a, apresenta uma peça de simetria plana, como na laminação, onde é adotado o 
"método das tiras", representado pela equação 1. 
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Onde as variáveis " 𝛼 " e " 𝜌 " representam o ângu-
lo da ferramenta e ângulo de atrito, respectivamente, 
em radianos. O ângulo de atrito pode ser definido con-
forme a equação 8. 

Schaeffer (2020, p. 46) salienta que, considerando o 
encruamento do material, a equação 3 leva à complexas 
integrais, sugerindo assim a utilização de diferenças fi nitas, 
logo as equações 3, 6 e 7 se resumem na equação a seguir. 

Ainda segundo Schaeffer (2020, p. 46), a aplicação da 
TEP deve se iniciar na condição de contorno conhecida, e 
orienta que no forjamento de uma peça de perfi l axissimé-
trico, a tensão radial atuante é máxima no centro e nula 
em sua periferia, portanto a solução da equação 9 inicia-se 
na periferia da peça, fi nalizando em seu eixo de simetria. 
Ainda na equação 9, é possível calcular a variação da tensão 
radial (       ) entre um elemento e o seu posterior.

Marques et al. (2013, p. 4), mostra que uma vez de-
terminadas as tensões radiais localizadas de um tubo ao 
subsequente, obtém-se então a tensão radial naquele de-
terminado tubo, como mostra a equação 10.

Aplicando o critério de escoamento de Tresca (A teo-
ria de Henri Tresca prediz o escoamento, quando a diferença 
entre a maior e a menor tensão atuante seja maior ou igual 
à resistência ao escoamento do material.), em um determi-
nado tubo, conhecendo sua tensão radial (equação 10) e 
tensão de escoamento (equação 4), é possível determinar 
a tensão normal (    ) aplicada naquele tubo conforme a 
equação 11. (SCHAEFFER, 2020).

De acordo com Corrêa e Schaeffer (2013, p. 44), ob-
tida a tensão normal em um determinado tubo, deve-se 
calcular a tensão normal média (     ) entre este tubo e seu 
antecessor, conforme a equação a seguir.

Conhecidas as tensões locais médias (equação 12), 
distribuídas axialmente na peça forjada e as áreas su-
perficiais de contato (equação 13), é possível calcular 
as forças normais instantâneas em cada tubo (equação 
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3. METODOLOGIA  
 
 Neste artigo foi adotado o método dos tubos para cálculo dos esforços compressivos no 
forjamento a frio de um parafuso M6 DIN 933, por se tratar de um perfil axissimétrico.  
 Os valores de força axial encontrados por meio do cálculo analítico com o uso da TEP foram 
confrontados com os obtidos por meio de simulação pelo método dos elementos finitos (FEM). 

                                                           
1  A teoria de Henri Tresca prediz o escoamento, quando a diferença entre a maior e a menor tensão atuante seja maior ou igual à 
resistência ao escoamento do material. 
 

A segunda parte deste artigo será 
publicada em nossa próxima edição.
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A teoria elementar da plasticidade 
aplicada ao forjamento a frio de um 
parafuso M6, Din 933 - Parte Final

Completamos aqui a publicação do estudo que demonstra 
alternativa econômica ao uso de softwares de simulação

Metodologia
Neste artigo foi adotado o método 

dos tubos para cálculo dos esforços com-
pressivos no forjamento a frio de um pa-
rafuso M6 DIN 933, por se tratar de um 
perfi l axissimétrico.

Os valores de força axial encontra-
dos por meio do cálculo analítico com o 
uso da TEP foram confrontados com os 
obtidos por meio de simulação pelo mé-
todo dos elementos fi nitos (FEM). 

O volume total do parafuso foi 
estimado em 845,79 mm³, antes do 
recorte do sextavado, o que demanda 
uma geratriz com comprimento de 39,22 mm, com seu 
diâmetro fi xado em 5,24 mm.

O volume destinado à cabeça do parafuso requer o re-
calque do comprimento parcial de ~19,06 mm da geratriz, 
que sugere uma relação de recalque (L0/D0) de ~ 3,64, Scha-
effer (2020, p. 9.7) orienta que para relações de recalque en-
tre 2,3 até 4,5 o processo de conformação deve ser dividido 
em duas etapas com o objetivo de eliminar o problema da 
fl ambagem. Neste estudo foi defi nido, então, uma forma in-
termediária entre a geratriz e a fase fi nal da conformação do 
parafuso, forjada por martelo móvel.

A imagem a seguir representa de forma simplifi cada as 
etapas de fabricação deste parafuso.

Artigos
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Figura 4 - Etapas de fabricação

A fi gura 5, mostra em detalhe o ferramental empre-
gado no processo de conformação do parafuso, a imagem 
trata de um desenho sobreposto, onde à cada recalque, o 
lado esquerdo do eixo de simetria corresponde ao início do 

forjamento, enquanto o lado direito mostra a geometria do 
parafuso no fi nal da compressão.

Esta pesquisa limitou-se ao estudo da geratriz e dos 
estágios do primeiro e segundo recalque, por atender a 
"Lei de Constância de Volume" (                   ), logo as 
operações complementares de recorte para formação do 
sextavado e laminação da rosca não foram considerados na 
defi nição da força de forjamento.

Resultados e discussões
Para desenvolvimento do cálculo analítico com o 

uso da TEP, foi considerado nos estágios e na geratriz, 
apenas os comprimentos relativos à formação da cabeça 
do parafuso, já que as maiores deformações ocorrem 
nessa região. O material adotado para o parafuso é o 

  O volume total do parafuso foi estimado em 845,79 mm³, antes do recorte do sextavado, o que 
demanda uma geratriz com comprimento de 39,22 mm, com seu diâmetro fixado em 5,24 mm.  
 
 O volume destinado à cabeça do parafuso requer o recalque do comprimento parcial de ~19,06 
mm da geratriz, que sugere uma relação de recalque (𝐿𝐿0/𝐷𝐷0) de ~ 3,64, Schaeffer (2020, p. 9.7) orienta 
que para relações de recalque entre 2,3 até 4,5 o processo de conformação deve ser dividido em duas 
etapas com o objetivo de eliminar o problema da flambagem. Neste estudo foi definido, então, uma 
forma intermediária entre a geratriz e a fase final da conformação do parafuso, forjada por martelo 
móvel.  
 A imagem a seguir representa de forma simplificada as etapas de fabricação deste parafuso.  
 

Figura 4. Etapas de fabricação 
 

 A figura 5, mostra em detalhe o ferramental empregado no processo de conformação do 
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recorte para formação do sextavado e laminação da rosca não foram considerados na definição da força 
de forjamento.  
 
 
4. RESULTADOS E DISCUSSÕES  
 
 Para desenvolvimento do cálculo analítico com o uso da TEP, foi considerado nos estágios e na 
geratriz, apenas os comprimentos relativos à formação da cabeça do parafuso, já que as maiores 
deformações ocorrem nessa região. O material adotado para o parafuso é o aço ck 10, conforme Heinzt 
(2005, p. 369), sua curva de escoamento é expressa por:  
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 Quanto ao ferramental, foi considerado metal duro na confecção das pastilhas dos martelos e 
núcleos de matrizes, fixando assim o coeficiente de atrito (𝜇𝜇) em 0,08. O mesmo procedimento tambem 
foi adotado na simulação pelo FEM.  
 
4.1. Definição da força axial no forjamento do primeiro estágio.  
 
4.1.1 Método dos tubos - TEP  
 
 Nesta etapa, foi considerado o comprimento de 19,06 mm da geratriz para o primeiro recalque. 
A forma obtida nesta fase foi discretizada em 10 tubos concêntricos e equidistantes, como apresentado 
na imagem a seguir.  
 

 
Figura 6. Discretização do primeiro recalque 

 
 
 Em seguida foram aplicadas as equações 4 a 14, que representam de forma simplificada a 
equação 3, para o método dos tubos.  

Figura 5 - Processo de conformação em dois estágios
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aço ck 10, conforme Heinzt (2005, p. 369), sua curva de 
escoamento é expressa por: 

Quanto ao ferramental, foi considerado metal duro na 
confecção das pastilhas dos martelos e núcleos de matrizes, 
fi xando assim o coefi ciente de atrito (µ) em 0,08. O mesmo 
procedimento tambem foi adotado na simulação pelo FEM.
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 Em seguida foram aplicadas as equações 4 a 14, que representam de forma simplificada a 
equação 3, para o método dos tubos.  

Defi nição da força axial no forjamento do primei-
ro estágio.

• Método dos tubos - TEP
Nesta etapa, foi considerado o comprimento de 19,06 

mm da geratriz para o primeiro recalque. A forma obtida 
nesta fase foi discretizada em 10 tubos concêntricos e equi-
distantes, como apresentado na imagem a seguir.

Figura 6 - Discretização do primeiro recalque

Em seguida foram aplicadas as equações 4 a 14, que 
representam de forma simplifi cada a equação 3, para o mé-
todo dos tubos.

O quadro 1 apresenta os resultados dos cálculos de-
senvolvidos para cada tubo destacado na fi gura 6.

Quadro 1 - Cálculos aplicados no primeiro recalque
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Após o desenvolvimento das equações em toda a 
extensão do primeiro recalque, aplicou-se a equação 
15, obtendo a força compressiva no forjamento de 
48,716 kN, que representa aproximadamente 4,966 
toneladas-força. 

• Método dos elementos fi nitos - FEM
Na simulação do primeiro recalque foram adotados 

os mesmos parâmetros utilizados nos cálculos pela teoria 
elementar da plasticidade.

A fi gura 7 mostra em detalhe as tensões equivalentes 
desenvolvidas nesta etapa do forjamento do parafuso.

Figura 7 - Simulação do primeiro recalque

O gráfi co em destaque nesta imagem, mostra a for-
ça de compressão em função do deslocamento do mar-
telo, com carga estimada em 47,3 kN, que representa 
aproximadamente 4,82 toneladas-força. A simulação ad-
otando somente o volume da cabeça do parafuso apre-
sentou valor semelhante.

Defi nição da força axial no forjamento do seg-
undo estágio

• Método dos tubos - TEP
Esta etapa foi desenvolvida de forma análoga ao 

forjamento do primeiro estágio, desta vez foi consid-
erada como geratriz a geometria obtida após o primeiro 
recalque, desprezando-se o encruamento residual da 
primeira operação.

Para cálculo da deformação verdadeira (ϕ), assum-
iu-se as alturas parciais defi nidas para os dez tubos do 
primeiro recalque.

A geometria fi nal da conformação da cabeça do par-
afuso, foi então discretizada em dez tubos concêntricos e 
equidistantes, como mostra a imagem a seguir.

Assim como no cálculo do primeiro estágio, nesta fase 
foram aplicadas as equações 4 a 14, em cada tubo da ge-
ometria, seus resultados são apresentados no quadro 2.

Após o desenvolvimento das equações em toda a ex-
tensão do segundo recalque, aplicou-se a equação 15, ob-
tendo a força compressiva no forjamento de 257,623 kN, 
que representa aproximadamente 26,261 toneladas-força.

• Método dos elementos fi nitos - FEM
Na simulação do segundo recalque foram adotados 

os mesmos parâmetros utilizados nos cálculos pela teoria 
elementar da plasticidade, mesma geometria para a gera-
triz e desprezando-se, também, o encruamento residual da 
primeira operação.

A fi gura 9 mostra em detalhe as tensões equivalentes 
desenvolvidas nesta etapa do forjamento do parafuso.

Figura 9 - Simulação do segundo recalque

Figura 8 - 
Discretização 
do segundo 
recalque

Quadro 2 - Cálculos aplicados no segundo recalque
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O gráfico em destaque nesta imagem mostra a for-
ça de compressão em função do deslocamento do mar-
telo, com carga estimada em 264 kN, que representa 
aproximadamente 26,91 toneladas-força. A simulação 
adotando somente o volume da cabeça do parafuso 
apresentou valor semelhante.

Comparativo dos valores encontrados
De posse dos valores obtidos nos dois métodos 

de análise, é possível comparar os resultados no gráfi co 
abaixo, onde são apresentados os valores para a força de 
forjamento em cada estágio e por aritmética, a força total 
na ordem de 30 toneladas-força, na conformação do par-
afuso, de acordo com cada método.

Conclusões
Com base nos valores de força axial obtidos em 

cada estágio da conformação do parafuso, nos dois mé-
todos de análise, é possível notar a paridade entre os 
resultados da TEP e do FEM.

Na conformação do primeiro e segundo estágios, a 
variação da força compressiva foi de aproximadamente 
3%, enquanto a variação da força total de forjamento mos-
trou-se abaixo de 2%, o que pode ser explicado pelo fato 
da força axial máxima ter variado ora pela TEP, ora pelo 
FEM. A precisão dos resultados da TEP está diretamente 
relacionada ao número de divisões ao qual a geometria de 
análise foi submetida, desta forma é possível que os resul-
tados desta pesquisa sejam refi nados com a utilização de 
número maior de tubos para cada estágio.

Com o uso da TEP, é possível verifi car de forma 
simples o comportamento das tensões em cada tubo e, 
consequentemente os esforços sofridos pelo ferramental 
em um determinado ponto, o que mostra que esta teoria 
pode se comportar como uma boa ferramenta de análise, 
e alternativa de baixo custo se comparado ao investimen-
to em softwares de simulação.

Figura 10 - Comparativo entre os métodos de análise

O Grupo Aprenda tem o prazer de informar 
que em 2022 irá reunir seus tradicionais 
seminários em congressos. Assim, irá 

realizar no primeiro semestre o 1º 
Congresso de Conformação Metálica que 

conta com os seguintes eventos 
presenciais:

4º Seminário de Tecnologia da 
Estampagem

1º Seminário de Tecnologia de Soldagem

9º Seminário de Tecnologia do Forjamento

2º Seminário de Conformação e Aplicação 
de Aços de Alto Desempenho (PHS)

1º Encontro de Especialistas de Elementos 
de Fixação (Fastening)

O 1º Congresso de Conformação Metálica 
será realizado nos dias 14 e 15 de Junho 

de 2022 nas instalações da
FSA – Fundação Santo André, na cidade de 

Santo André, SP.

Não perca a oportunidade e reserve esta 
data. 

Aguarde, em breve mais informações!
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SACMA MACHINERY DO BRASIL
 Rua Paolo Prado nr. 200 •  Jardim Florida
13208-690 Jundiai - SP • BRASIL 
Ph. +55 11 45 86 29 73 •  sacma@sacma.com.br  

Four Companies to design and to manufacture cutting edge multi operation solutions.

Forming, Rolling, Machining, Drilling, Tapping and Loading. 

The proper and best answer to high productivity requirements, rationalization of production methods, floor lay-out and material flow in 
fastener and a manufacturing environment, is represented by performing more operations, All-In-One.

These machines allow maximal efficiency and quality in the manufacturing processes by  reducing intermediate operations and stocks:
- Sacma Combined Header with forming, pointing, and threading stations

- Ingramatic Combined Threader with washer assembly, rotary rolling, and flat dies threading stations.
- HS Aspe Combined and Transfer machines with drilling, tapping, and machining units.

- Tecno Lift Combined Loading Units with vibrating hopper, weighing station, and elevating device.

Ask for more information to :   sacma@sacma.com.br

ALL-IN-ONE for high productivity requirements and rational production methods

www.sacmagroup.com
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